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Mécanique - Corrigé de la série 7

ECOLE POLYTECHNIQUE 2014-2015
FEDERALE DE LAUSANNE
Exercice 1, Coordonnées : paramétrisation

a) Sphere de rayon R centrée a 'origine en coordonnées :

b)

e Cartésiennes : 2% + y? + 22 = R?

y = psin )
(pas de condition sur les angles 0 et ¢)

e Cylindriques : p* +22=R?> (on x=pcos¢ et

e Sphériques : r = R

Cylindre de rayon R parallele a 1'axe Z en coordonnées :

e Cartésiennes : 22 +y> =R* et —L/2<z<L/2
—L/2<z2<1L/2

2R 2R
e Sphériques : rsinf = R et arctan <T) < 0 < m— arctan (T)

e Cylindriques: p=R et

f = arctan

—
SH =S

R
(ofl z=rcosf = tand = ) et pas de condition sur I’angle ¢>

an 6

Exercice 2, Systemes de coordonnées

Coordonnées polaires

a)

Le point M, de coordonnées polaires (r, ¢), a pour vecteur position OM = re,.

b) L’élément de surface élémentaire dS est le produit de I’élément de longueur dr di a une va-

riation infinitésimale dr de r avec I’élément de longueur rd¢ di a une variation infinitésimale
d¢ de ¢. Donc :
dS = rdrd¢ (1)

L’idée est que pour dr et d¢ suffisamment petits dS peut étre assimilé a ’aire d'un carré.
La surface d’'un disque est donc l'intégration de ce petit élément de surface selon le rayon
de 0 a R et sur un tour complet soit pour ¢ allant de 0 a 27, i.e. :

2r R

S = / / rdrdg . (2)

On projette e, et e, sur les vecteurs de base cartésiens :

e = (Z?Si) =cosge, +singe, , (3)
e, = (;(S);nf) = —singe, +cosge, . (4)

On calcule les dérivées de e, et ey en dérivant leurs expressions en coordonnées cartésiennes
puis en les réexprimant dans la base (O, e,, ey) :

der 9 - Sln¢ 4

dt :¢(COS¢>:¢6¢’ (5)
de . (cos¢ ;

d_t‘b = _¢ (Sin ¢) = _¢er . (6)
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d) La vitesse v est la dérivée du vecteur position OM :

d . de, . .
v= (re,) =re, + r—r =rer +roegs . (7)

L’accélération a est la dérivée du vecteur vitesse v :

a= Cfi—;} = <r —réz) e, + (rg%%—%é) e, - (8)

Coordonnées cylindriques

a) Le point M de coordonnées cylindriques (p, ¢, z) a pour vecteur position OM = pe,+ ze,.

b) L’élément de volume élémentaire dV en coordonnées cylindriques est le produit de I’élément
de longueur dp di a une variation infinitésimale dp de p, avec I’élément de longueur pd¢ du
a une variation infinitésimale d¢ de ¢, et avec I’élément de longueur dz di a une variation
infinitésimale dz de z. Donc dV s’écrit :

dV = pdpdpdz . (9)

Le volume V' d’un cylindre de rayon R et de hauteur h est donc l'intégration de cet élément
de volume sur tout le cylindre :

h 2r R
V:///pdpdgbdz. (10)
00 0

c) Comme pour les coordonnées polaires :

cos ¢
e,= |sing | =cosge, +singe, , (11)
0
—sing
e,=| cos¢ | =—singe, +cosoe,, (12)
0
0
e.=10] . (13)
1

Les dérivées temporelles de ces vecteurs, exprimées en coordonnées cartésiennes, sont :

—ésimb
d i
2= | deoso | (14)
0
—écoscﬁ
d .
2= | —gsing | . (15)
0
0
de,
T 8 . (16)

On cherche maintenant a exprimer les dérivées temporelles des vecteurs de base, i.e. les
de, dey de.
@ @ U a

vecteurs dans la base de notre repere cylindrique. Pour ce faire, on utilise
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le produit scalaire pour calculer les différentes composantes de ces vecteurs. On rappelle
qu'un vecteur b peut s’écrire dans une base quelconque (ej, ey, e3) a 'aide du produit

scalaire comme :

b:(b'€1)61+<b'€2)€2+(b'eg)eg.

de
Ainsi, voici comment procéder pour projeter —# sur le repere cylindrique :

di—@e 6—‘—& e+diee
dt — \dat )"\ dt e \dt )T

hs)

de —é sin ¢ cos ¢ ‘ .
d—tp-ep: gz%cosgb - |sing | = —¢cospsing + pcospsing =0,
0 0
de —é sin ¢ —sin ¢ ' ' '
—L.es=| deose |- | cosd | =¢sin®p+ pcos’p=¢,
dt
0 0
de —¢sing 0
d—tp'ez: pcosg |- 10] =0.
0 1
On obtient ainsi I’expression de %2 dans la base cylindrique :
de
P (be(i)
On répete la démarche pour exprlmer ¢ dans le repere (O, e,, e4,€,) :
dey [ dey de¢ dey
dt_<dt e”)e’”L(dt )e¢+<dt ez>ez’
de —qb coS @ cos ¢ ‘ . '
—¢-ep: —¢psing | - | sing = —¢cos’p— psin®p = —o ,
dt
0 0
de —é coS @ —sin ¢ ' '
—¢-e¢,: —¢psing | - | cos¢ | =pcospsing — pcospsing =0,
dt
0 0
de —¢@ cos ¢ 0
d_j'ez: —¢sing | - |0 =0.
0 1
On obtient ainsi : p
e¢>
i gbep .

de.
dt

Finalement, la décomposition de
vecteur nul.

d) De méme que pour les coordonnées polaires :

d d

v=— (OM) = (pe, + ze.) = je, + poe, + Ze. ,
dv 7 : 5
a=— (p po ) <p¢ + 2p¢> € + z€. .
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(27)

sur la base (O, e,, e, €,) est triviale et se réduit au
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Coordonnées sphériques

a) Le point M, de coordonnées sphériques (r, 6, ¢), a pour vecteur position OM = re,.

b) L’élément de volume élémentaire dV en coordonnées sphériques est le produit de la I’élément
de longueur dr di a une variation infinitésimale dr de r, avec 1’élément de longueur rdf du
a une variation infinitésimale df de I'angle 0, et avec 1’élément de longueur rsinfd¢ du a
une variation infinitésimale d¢ de I'angle ¢. On peut donc exprimer dV comme :

dV = r?sin Odrdfdg . (30)
Par conséquent, le volume V' d’une sphere de rayon R s’écrit :

2 ™ R
V= ///7’2 sin Odrdfde . (31)
0 0 0

Nous attirons ici votre attention sur le fait que le domaine de définition de 1’angle 6 en
coordonnées sphériques est [0, 7], et celui de 'angle ¢ est [0, 27].

c) Les vecteurs de base du repere sphérique se projettent comme ceci sur le repere cartésien :

sin 6 cos ¢
e, = | sinfsing | =sinfcospe, +sinfsingpe, + cosle, , (32)
cos

cos 6 cos ¢

eg= | cosfsing | =cosfcospe, +cosfsinpe, —sinfe, , (33)
—sin6

—sin ¢

e,=| cos¢p | =—singe, +cospe, . (34)

0

Et leurs dérivées s’expriment comme cela :

écosecosgb—gz%sin@sinqﬁ

de, - :
er _ fcosfsing + ¢psinfcos¢ | (35)
dt -
—0sind
de —ésin@cos¢—¢cos€sin¢
— — | —fsinfsing+ pcosfcose | (36)
dt )
—0 cos b
d —gz‘Scosgb
2 _ —¢psing | - (37)
dt 0

Maintenant et comme pour les coordonnées cylindriques, il faut projeter ces dérivées sur le

repere sphérique. Commencons par d;[ :
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der de,, de, de,
. 7«) ( i 9) €y + ( di €¢> 6¢ s (38)

de 6 cos 0 cos ¢ — qb sin 6 sin ¢ sin € cos ¢
".e,. = Hcosﬁsmgb—i—gbsmecosgb - | sinfsin ¢
dt
—fsind cos ¢
= Gcosesm@ cos 20 + sin (9) — fsinfcosh = Hcosfsinf — Osinfcosd = 0 ,
(39)
Jde —0sinf cos ¢ — gb cos fsin ¢ cos 6 cos ¢
dtr-e@: —0s1n6’sm¢+qbcos€cosqb - | cosfsin ¢
—fcosb —sinf
00028 (cos® ¢ + sin® gb)—l—@sm =10, (40)
de Qcosﬁcosgb gbsm@smgb —sin ¢
: 9c08981n¢+¢81n9cos¢ - | cos¢
dt
—fsind 0
= ¢ 1n9 cos 2 + sin? qﬁ):ésinﬁ. (41)
On obtient ainsi I’ d;t”
de, . .
r ey + ¢sinbey . (42)
dt
Projetons maintenant ¢ sur la base (O, e,, €y, €,)
dey dey dey deyg
%:(W‘f’)“(E'e@)e”(dt e¢)e¢’ )
de —ésin&cosqﬁ— (/.ﬁcosGsinqﬁ sin 6 cos ¢
d—:-er: —Qsinﬁsin¢+¢cosgcosgb - | sinfsin ¢
—0 cos b cos ¢
= —fsin’0 (cos2 ¢ + sin® gzﬁ) —fcos’ =—0 (COS2 6 4 sin® 9) =0, (44)
de —ésin@cosgb— q%cosﬁsingb cos @ cos ¢
d—:-e(;: —Gsin951n¢+<j§cos€cos¢ - | cosfsing
= —fsinfcosh (COS2 ¢ + sin® <;5) +0sinfcosh =0, (45)
de —ésin&cosgb—gﬁcos@singzﬁ —sin ¢
d—:~e¢: —QSinﬁsim_ﬁ—i—d)COSHCOMﬁ - | coso¢
—fcos 0
= ¢cosb (0082 ¢ + sin® ¢) = ¢cosb . (46)
Et donc de9 peut s’écrire comme :
d . .
% = —be, + O cosbe, (47)

Il nous reste a projeter — i sur le repere sphérique :
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d€¢_ d€¢
(e )er (T

—q@ cos ¢ sin 0 cos qb)

% e, = | —¢sing | - | sinfsing
dt 0 cos
= —¢sind (COS o+ st gb = —¢sind ,
de, —¢.C'OS ) COSHCpsqﬁ
E -eyg = —¢Sln¢ . COSGSln(b
0 —siné
= —pcosh (cos2 ¢ + sin? ¢) = —dcosh ,
des —gz.?cF)sqﬁ — sin ¢
E.%: —¢sing | - | coso
0 0

= $cospsing — dpcospsing .

dey |
dt -

On obtient ainsi pour
d6¢
dt

d) De méme que pour les coordonnées polaires et cylindriques :

= —gz%sin fe, — gz.Scos fey .

d d

re,) =re, + rfeq + ngﬁ sin fe, ,

) €, (48)

(50)

(52)

a= (7’“’—7“92 —rg? 81n29> e+ (Té+2f9—T¢ZCOSQSin9> €o

+ (rgb sin 0 4 2r¢f cos 0 + 27psin 9) €y
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