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Exercice 1, Boule de billard sur table tournante

a)

Le poids de la boule et la réaction du support se compensant, la deuxieme loi de Newton
s’écrit :

Ma=F (1)
ou F caractérise le glissement de la boule.
Le théoreme du moment cinétique induit I’égalité suivante :

d

—LG = MG = (—ak) AF (2)
dt

avec Lo = Igw et ou I est un scalaire et k unitaire.

Soit u la vitesse du point de contact. On peut des lors énoncer les trois équations vectorielles
suivantes :

u=Vg+wA (—ak) (3)
MVg=F (4)
—ak ANF = Iqw (5)
L’opération kA (5) fournit une expression pour F. Pour rappel : aA(bAc) = (a-c)b—(a-b)c.
kA (—ak AF)=—ak A (kAF)=IckAw=—a[(k-F)k—k* F] (6)

Ce qui aboutit a :
aF = Ick A w (7)

On injecte ensuite ce résultat pour F dans I’équation (4) de maniere a obtenir une équation

pour w :
o
MV = ;Gk AW (8)

En dérivant 1’équation (3), on obtient une équation en w :
U—Vg=wA(—ak) =ak A @ (9)

En considérant I’équation précédente et I’équation (8), on peut écrire :

. 2M . 20N .
il—VG:a VG:>fl: 1+a Vo (10)
I I
Apres intégration, on obtient :
Vg=vu+C (11)
a?M\
avec vy = (1 + i ) et ou C est a déterminer par les conditions initiales.
€]

Dans le cas ou la surface horizontale est en rotation avec une vitesse {2 constante, on a
u = Q Arg. Apres dérivation, 1 = Q A V. Par I’équation (10), on obtient :

Ve=vQAVg (12)

De cette équation on tire que le mouvement est circulaire.
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Exercice 2, Roue en rotation uniforme

a) Il faut appliquer le théoreme du moment cinétique I3
au point O, qui est un point fixe du solide : I

Y
dc-ll-/to _ gxt (13) F Q / 2
\

Soient €2 la vitesse angulaire de précession, et w la
vitesse angulaire de rotation propre de la roue.

b) Le repere (O,y1,ys,y3) défini sur la figure est un
repere d’inertie. Les trois axes de ce repere sont
les axes principaux de la roue. Nous pouvons donc
écrire : .

Lo =10(2+w) (14)

F . . . mg
ou Ip est le tenseur d’inertie de la roue au point O.

Dans le repere (O, y1, Y2, y3), I sécrit Ys

 (Ipy 00
Io=10 Io;. O (15)
0 0 o

Les vecteurs vitesses angulaires de rotation s’écrivent :

0 0
Q=1 Qsind et w=|0 (16)
—Qcosf w

On a donc :

Io;, O 0 0
LO = 0 IOL 0 (2sin 6@ = ]OLQ sin 0@2 + IO”((,U — Q) cos 9)@3 (17)
0 0 Iy w — cosf

On peut aussi calculer le moment cinétique au point GG, et en déduire le moment cinétique
au point O en utilisant la formule :

Lo =O0GAMvg+ Lg avec Lg=I5(Q+ w) (18)
) Ie;, 0 O
Comme Ig = 0 Iz 0 |, on obtient :
0 0 Ig
Iy 0 0 0
Lo=| 0 Igp O Qsin b = I Qsin 0y + I (w — Qcosb)ys (19)

0 0 Ig w — Qcosb
De plus, OG AN Mvg = Lijs A M Lsin Q4 = M L*Q sin 07,.
On obtient en définitive :
Lo = (Ig, + ML*)Qsin 04, + I (w — Qcos )3 (20)

On vérifie ainsi qu’on passe des composantes du tenseur d’inertie par rapport a O ou G en
appliquant la formule de Steiner :

Io, =1 MI?
oL gL+ (21)
lo) = Ig
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c) Puisque le repere (O, 91,92, Y3) est un repere d’inertie lié au solide tournant a la vitesse
angulaire () autour de Oz3 avec () constant, on a

L
_ddto =QALo=MG" = (QIH sin §(w — Qcos ) + Q*1p, cosfsin 0)@1

Ce résultat conclut la résolution du probleme.

Cependant, on peut s’interroger sur son sens physique. En particulier, on pourrait s’attendre

& voir apparaitre un terme qui dépende du poids! Le fait est que le moment Mg est

la résultante de deux termes. L'un est le moment du au poids, OG A Mg. L’autre est

un moment supplémentaire qu’il faut appliquer a ’axe pour satisfaire les conditions du
ext

mouvement. Il s’obtient donc en soustrayant OG A Mg de ME™. Appelons ce dernier
M pour < moment appliqué ». On a ainsi :

M{" = —OG A Mg + (U sinf(w — Qcos ) + Qo cosbsinb) g, (22)

On voit ainsi clairement apparaitre la notion intuitive selon laquelle le moment appliqué
agit pour contrebalancer le moment diu au poids, et agit aussi pour tenir compte des ef-
fets gyroscopiques. Pour rendre le sens physique de ce moment MG, on peut s'imaginer
I'implémenter par un couple de forces. Soit par exemple une force C' appliquée sur I'axe a
un point P, donné par d = OP, et une force —C' appliquée a —d. Alors M5 =2d A C.
On note que le théoreme du moment cinétique avec le point O comme référence permet de
déterminer MJ™, donc la force C, mais ne dit rien de la force de réaction F'. Inversement,
le théoreme du centre de masse permet de trouver la force de réaction F', mais ne dit rien
de C, puisque la somme des deux forces C et —C' qui implémentent M5 est nulle!

. : . _ dLg
Finalement, on peut se demander ce qui se passe si on commence par appliquer pra

Mg Dans cette approche, on calcule L = I Qsin 092+ I (w—Q cos 0)g3. Pour compa-
rer les deux approches, on note que Lo = Lg + M L*Q cos 0),. En dérivant par rapport au

temps cette expression, les deux formes du théoreme du moment cinétique et les formules de
ext __ ext

Poisson impliquent : M&"* = Mg + M L*Q? sin 6 cos 67, . Mais d’autre part, en considérant
le couple des forces C' et le moment du poids, on peut écrire immédiatement :

Mg'=2dANC+ OG A Mg (23)
M= (GO —d)AN (-C)+ (GO +d) N (C)+ GOANF =2dNC+GOANF (24)

Par conséquent :
Mg" — ME" = OG N (Mg + F) (25)

C’est le théoreme du centre de masse qui nous dicte maintenant la valeur de la somme des
forces. G décrit un mouvement circulaire uniforme d’accélération centripete horizontale. On
peut écrire immédiatement :

M L sin 09 (— sin 03 — cos 0fs) = Mg + F (26)

Le produit vectoriel confirme comme il se doit le résultat déja obtenu pour la différence
entre le moment par rapport a G et par rapport a O :

OG A (Mg + F) = ML?*sin ) cos 02%3, (27)
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