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Exercice 1, Produit vectoriel
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c) Soit L un vecteur de norme constante défini par les points O et M ou O est un point fixe
et M T'extrémité du vecteur L. Soit par ailleurs, un vecteur w constant.

dL
d’ou la vitesse du point M (c’est-a-dire % ) est perpendiculaire a w.
dL
L-—=1L-. AL)=0
0 (wA L)

donc L - 4 = %d(g‘:) = 0 donc || L|| = cste et la vitesse de M est perpendiculaire & L.
D’ou l'angle (L,w) est constant et L < tourne » autour de w. Ce mouvement est appelé

< précession .

d) Soient (x4, Ya, 24) les coordonnées du vecteur a, (zy, ys, 2) celles du vecteur b et (x., ye, zc)
celles du vecteur c.

On a:
Ty Le YvZe — ZpYe
bAc= v | A Y| = | T2 — To2e
Zp Zec TpYe — YpTe
Alors,
Lq YvRe — 2bYc YaTvYe — YalYpTe — ZaTcRp + ZaLpZc
aNbAC)=|va | AN 2o — 12 | = | Zalb2e — Za2Ye — TaZble + TaYpTe
Za ToYe — YpTe LaqlcRy — LgLelh — YalYbic + YaRbyYc
Or:
Ty Te
(@-c)-b—(a-b) -c=(Tac+ YaYe + Zazc) | U | — (TaZb + Yoo + 2a2) | Ve
Zp Zec

TaTelp + YaYeln + 2a2ep — (TaZpTe + YaUpTe + Za2bTe)
= | ZaZelb + Ya¥elp + 2aZeWb — (TaZoYe + YaUbYe + ZaZbYe)
TaTeZp + YaleZo + ZaZe2b — (TaZvZe + YaUbZe + ZaZbZe)

YaTvYe — YaYpTe — Zalclh + ZalpZe
= ZalYbZe — ZaRbYe — TaTpYe + TalpTe
LqZlcZy — LaleRb — YalYbie + YazbYc

On a donc bienaA(bAec)=(a-¢c)-b—(a-b)-c.
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Exercice 2, Produit scalaire et produit vectoriel

a) e Lamnorme ||bAcl|| =||b||||c||sin (b, €) du vecteur
bAe
est l'aire du parallélogramme (i.e. surface ha-
churée) engendré par les deux vecteurs b et c.

e Lescalaire a-(b A c) = ||al|cos @ ||b]| ||c]| sin (b, €)
est le volume du parallélépipede engendré par les
vecteurs a, b et ¢; c’est le produit de la base ||b A
c|| et de la hauteur ||a||cos#.

b) Le produit vectoriel w A 7 est donné par

z 0 x —wy
wAr=|y 0 yl=—wyrt+wzry= wx (1)
Z w z 0
D’autre part, la vitesse v s’écrit en composantes comme,
T
v=r=| g (2)
z

Par identification des équations vectorielles (1) et (2) on obtient le systeme d’équations

scalaires,
T=—-wy, (3)
y=wr, (4)
:=0. (5)

L’équation (5) implique que le mouvement a lieu dans un plan perpendiculaire & I'axe z
(on z est constant). En dérivant I’équation (3) par rapport au temps et en la substituant
dans I’équation (4) et vis versa, on obtient,

i=—wr, (6)

j=—wly. (7)

Les équations du mouvement selon les axes x et y sont des oscillateurs harmoniques de
pulsation w. Les solutions qui satifont les systemes d’équations (3)-(7) sont de la forme

z(t) = Acos (wt + @) (8)
y (t) = Asin (wt + ¢) (9)

ou A est 'amplitude du mouvement. Ces solutions représentent 1’équation paramétrique
d’'un cercle. Le mouvement du point matériel P a donc lieu selon un cercle de rayon A
centré sur l'axe Z et se trouvant dans un plan perpendiculaire a 2.

c) Les projections du vecteur OP selon les axes de coordonnées e, et e, sont

OP =rcosfe, +rsinfe, (10)
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Exercice 3, Point sur roue

c)

4
On choisit le sens positif des angles selon le sens des Y
aiguilles d'une montre. Lorsque la roue roule vers la
droite, son axe A parcourt une distance horizontale
R¢. Ainsi les coordonnées du point A sont :
0

za \ _ ( Ro

Ya R J-
Les coordonnées cartésiennes du point P correspondent aux composantes du vecteur OP =
OA + AP exprimées dans la base Oxy :

zp \ _ [ Ro n —Rsing \ [ R(¢p—sing) (11)
yp )\ R —Rcos¢ ) \ R(1—cos¢) |~
Pour déterminer la variation du point P lorsque ¢ varie, on prend la dérivée premiere des
coordonnées cartésiennes (11) de P par rapport a ¢ :

d

P (9) =" = R = cos9) -
d

yp (0) = d%’ = Rsing .

Dans la limite des petits angles (i.e. ¢ proche de 0 et P proche du sol), le développement li-
mité de ¢ implique que sin ¢ ~ ¢ et cos ¢ ~ 1. La variation des coordonnées cartésiennes (12)
de P par rapport a ¢ se réduit a,

o (0) = G = R(1=1) =0, "
d
ysa(sb):dig:w.

Ainsi, lorsque ¢ augmente, P se déplace uniquement dans la direction Oy : son mouvement
est vertical.

Les points pour lesquels I'angle ¢ = {0, m, 27} sont des exemples de points caractéristiques.
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