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Exercice 1, Centre de masse et moment d’inertie d’une portion de sphere pleine

a)

En placant 'origine d'un repere cartésien au centre de la sphere, I’axe z confondu avec ’axe

de révolution de 1'objet, il vient par symétrie : ey, = Yo = 0

La coordonnée z., du centre de masse se calcule comme suit, en effectuant l'intégrale en

coordonnées sphériques (p = cste) :

1/ d 1/ av 1/ av 1/W/3/2W/R % sin Odrd¢d (1)
Zem = — zdm = — [ zpdV = —= [ 2dV = — z r°sin Odr
M Jy M Jy Vv Vo Jo Jo

Nous avons que z = rcosf. Donc :

1 w/3 27 pR 1 R4 1 - 1 4
Cem = V/o /O /0 rcos 0 2 sin 0drdedd = V%Qﬂa [sin®6]7"* = ng?

Reste a calculer le volume :

w/3 pr2n PR 3 2 3
V= / dV = / / / r? sin Odrdpdf = 52# [— cos 0]7/% = i
v o Jo Jo 3 6

1 3rR* _9R
vV 16  16°
Calcul du moment d’inertie autour de 'axe A :

n/3 27 prR
Iz :/ ridm = / ripdV:p/ ridV :p/ / / 73 r? sin Odrdgdo
M 1% v 0 o Jo

Nous avons que r; = rsinf. Donc :
n/3 pr27 rR RS /3
In = p/ / / r? sin® 0r? sin Odrdpdf = p?27r/ sin® 0df
0 o Jo 0

Calculons cette derniere intégrale :

Et donce : z.,, =

/3 /3 /3
/ sin® 0df = / sin (1 — cos® §)df = / sin @ — cos? 6 sin §d6
0 0 0
w/3
= {—cosé’qucos?’Q} zi
3 , 24

Et ainsi on obtient :
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Exercice 2, Chute d’une barre en milieu visqueux

a) La vitesse du centre de masse s’écrit : vg = 05

En appliquant la conservation de 1’énergie, on a :

L 1 1 a8
Einitiale = Efinale = mg- = _mvé’ + _[Ge2 (8)
2 2 2
. L\? G
mgL = 6? [m <—) + I (9)
2 mg
N
Rappel : pour une barre, I = m’i—;, onobtient: \}
O A A T s

mgL L mgL

V= =g | (10
mz—i-lg mz—i-]G
b) Ona:
Vi =vg + (9’ A GPi> (11)

avec ¢ = 1,2 indice des extrémités respectives de la
barre.

La somme des forces X F¢! s’écrit donc :

mg—n [VG + (éA GPlﬂ —n [vG + (é A GPQH
(12)

Ce qui donne L F*' = mg — 2nvg
car GP; = —GP».

Remarque : v et 6 varient avec le temps et sont déterminés par les équations du mouvement
données en ¢) et d).

c) Par le point précédent, mvs = mg — 2nve. Si la vitesse d’arrivée, initiale, de la barre dans
le liquide n’a pas de composante sur z, alors on a :

Sur x: Ugy = —QEUGI Sury: gy = —¢ — 2£UGy (13)
m m

On pourrait également écrire ces résultats avec xg et yq.

d) On applique le théoreme du moment cinétique appliqué en G :

Ief =GP A { =y [va+ (870 GPy )|} + @GPy A {=n[va+ (6 A GPy)]}

= —2nGP; A (é A GP1> (14)

La projection sur z donne I’équation du mouvement pour la vitesse de rotation instantanée :

I = —2n (g)Qé (15)
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Exercice 3, Projectile contre solide

a) La quantité de mouvement dans le plan de glissement est conservée parce qu’on suppose
qu’aucune force n’agit sur le systeme global. Il y a toutefois des forces intérieures qui, on
le présume, travaillent induisant la non conservation de 1’énergie. Le raisonnement sur la
quantité de mouvement donne la vitesse apres le choc :

m v; & ﬁfvi (16)

POZ Z:M e
tot muv ( +m)‘/}':>‘/f M+m Vi

Le centre de masse suit ainsi une trajectoire rectiligne dans la méme direction que le pro-
jectile au moment de l'impact.

b) S’il y a tout de méme une force qui s’exerce, elle est normale au plan. Le moment de cette
force en n’importe quel point du plan est donc dans le plan, alors la projection du moment
cinétique sur la normale au plan est conservée.

c) Soit O un point choisi du plan. Le moment cinétique en ce point est donné par :

LO: OA/\m’UZ' :mOAA(VG+w/\GA)+OGAMVG+IGw, (17)
\W_/ N v N - J
projectile, avant collision projectile, ;prr‘es collision cube, aprés collision

ou 'on a exprimé le moment cinétique apres le choc comme la somme du moment cinétique
de la masse m et du cube.

Lorsqu’on développe ce terme en notant que OA = OG + G A, on obtient :

Lo =mOG A Vg +mGANANVz;+mOGA (wAGA)+mGAN (wAGA)
+ OG A MVG + ]Gw (18)

=0OG N (M + )V + IG+‘mGA/\<§/\GA>‘ w

:mr(r}'A\z
+mGANVg+mOG A (wAGA) (19)
M

-~

)

—~

En se souvenant que m << M, et donc que le centre de gravité G demeure inchangé, cela
donne :

OA ANmv;, = OGNMVg + ILw (20)
Avec :

L2
I, = I + m|GAJ? =Ig+m=~ (21)

On remarque que 'approximation m << M revient a négliger les termes (1) et (2) dans
I’équation 19. En fait, ces deux termes s’annuleraient si I’'on plagait une masse m identique
au coin C du cube, de maniere a conserver le méme centre de gravité G. En projection on
obtient :

L mu;
— ;= — — | M Sy 22
msv; <3+2) 3 e (22)
~
Va=Vy

Avec s le parametre d’impact donné par :
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s = 'OA Pt (23)
Vg
On obtient finalement la vitesse angulaire de rotation du cube w apres le choc :
Lmu;
= - 24
YT o (24)
d) La vitesse en A est donnée par
v(A)=Ve+wANGA (25)

Attention, cette fois Vi # Vf, sauf juste apres le choc. Il faudra donc écrire Vi = e, +ye,.

En remarquant que |GA| = , on arrive a
x 0 L\f cos 6 T — L\[ sin 6
v(A)=(g|+[0]A L\[smﬁ = |ly+tw fCOSQ (26)
0 w 0 ()
Ce qui donne les équations du mouvement suivantes :
L2
Mi=—-b(t —w V2 sin 6) (27)
LA/2
Mij=—bly+w V2 cos 6) (28)

Avec 0 = w.

e) Le théoréme du moment cinétique appliqué au point G s’écrit :

dif — ILie. — GAA (—bv(A)) = GA A (—b (Ve + w A GA))
= —bM (y cosf) — & sinf + w#) e, (29)

Avec toujours 0 =w. En projection selon e, ’on obtient ainsi :

L L
1.6 = —b—\/_ (ycos@ — &sinf +wT\/_>

Corrigé série 20 4/4



